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命題論理式の同値性

命題論理式 ϕと ψが同値

⇐⇒ 命題変数の真理値をどのように選んでも、常に v(ϕ) = v(ψ)
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選言標準形

リテラル ::=命題変数 | ¬命題変数
基本積 ::=リテラル |基本積 ∧リテラル

選言標準形 ::=基本積 |選言標準形 ∨基本積
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選言標準形の存在

任意の命題論理式に対して、それと同値な選言標準形が存在する。
ただし、同値な選言標準形は一つだけではない。
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選言標準形を求めるアルゴリズム 1

1. v(ϕ⇒ ψ) = v(¬ϕ ∨ ψ) を使って ⇒ をすべて消す。
▶ ϕ⇒ ψ を ¬ϕ ∨ ψ に置き換える。

2. ド・モルガン則を使って ¬ をできる限り内側に動かす。
▶ ¬(ϕ ∧ ψ) を ¬ϕ ∨ ¬ψ に置き換える。
▶ ¬(ϕ ∨ ψ) を ¬ϕ ∧ ¬ψ に置き換える。

3. 二重否定を消す。
▶ ¬¬ϕ を ϕ に置き換える。

4. 分配則を使って ∧ をできる限り内側に動かす。
▶ (ϕ ∨ ψ) ∧ χ を (ϕ ∧ χ) ∨ (ψ ∧ χ) に置き換える。
▶ ϕ ∧ (ψ ∨ χ) を (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) に置き換える。

5. (必須でない) 命題変数の重複を整理する。
▶ 基本積に同一のリテラルが複数回出現していれば、一つにま
とめる。

▶ 基本積に命題変数とその否定が存在していれば、その基本積
を消す。
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選言標準形を求めるアルゴリズム 1

例

(X ∧ Y ) ∧ (¬X ⇒ Z)

⇝ (X ∧ Y ) ∧ (¬¬X ∨ Z)
⇝ X ∧ Y ∧ (X ∨ Z)
⇝ (X ∧ Y ∧X) ∨ (X ∧ Y ∧ Z)
⇝ (X ∧ Y ) ∨ (X ∧ Y ∧ Z)
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選言標準形を求めるアルゴリズム 2

命題論理式 ϕに出現する命題変数が X1, . . . , Xn の場合
▶ ϕ の真理値表を作る。
▶ 真理値表から v(ϕ) =真 となる行をすべて取り出す。
▶ 取り出した各行について、基本積 l1 ∧ · · · ∧ ln を作る。た
だし、

li ≡

{
Xi v(Xi) =真 のとき

¬Xi v(Xi) =偽 のとき

▶ 作られた基本積すべてを ∨ で結ぶ。
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選言標準形を求めるアルゴリズム 2

例
(X ∧ Y ) ∧ (¬X ⇒ Z)

X Y Z (X ∧ Y ) ∧ (¬X ⇒ Z) 基本積
真 真 真 真 X ∧ Y ∧ Z
真 真 偽 真 X ∧ Y ∧ ¬Z
真 偽 真 偽
真 偽 偽 偽
偽 真 真 偽
偽 真 偽 偽
偽 偽 真 偽
偽 偽 偽 偽

⇝ (X ∧ Y ∧ Z) ∨ (X ∧ Y ∧ ¬Z)
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連言標準形

リテラル ::=命題変数 | ¬命題変数
基本和 ::=リテラル |基本和 ∨リテラル

連言標準形 ::=基本和 |連言標準形 ∧基本和
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連言標準形の存在

任意の命題論理式に対して、それと同値な連言標準形が存在する。
ただし、同値な連言標準形は一つだけではない。
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連言標準形を求めるアルゴリズム 1

1. v(ϕ⇒ ψ) = v(¬ϕ ∨ ψ) を使って ⇒ をすべて消す。
▶ ϕ⇒ ψ を ¬ϕ ∨ ψ に置き換える。

2. ド・モルガン則を使って ¬ をできる限り内側に動かす。
▶ ¬(ϕ ∧ ψ) を ¬ϕ ∨ ¬ψ に置き換える。
▶ ¬(ϕ ∨ ψ) を ¬ϕ ∧ ¬ψ に置き換える。

3. 二重否定を消す。
▶ ¬¬ϕ を ϕ に置き換える。

4. 分配則を使って ∨ をできる限り内側に動かす。
▶ (ϕ ∧ ψ) ∨ χ を (ϕ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ) に置き換える。
▶ ϕ ∨ (ψ ∧ χ) を (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ) に置き換える。

5. (必須でない) 命題変数の重複を整理する。
▶ 基本和に同一のリテラルが複数回出現していれば、
一つにまとめる。

▶ 基本和に命題変数とその否定が存在していれば、
その基本和を消す。

11 / 15



連言標準形を求めるアルゴリズム 1

例

(X ∧ Y ) ∧ (¬X ⇒ Z)

⇝ (X ∧ Y ) ∧ (¬¬X ∨ Z)
⇝ X ∧ Y ∧ (X ∨ Z)

12 / 15



連言標準形を求めるアルゴリズム 2

命題論理式 ϕに出現する命題変数が X1, . . . , Xn の場合
▶ ϕ の真理値表を作る。
▶ 真理値表から v(ϕ) =偽 となる行をすべて取り出す。
▶ 取り出した各行について、基本積 l1 ∨ · · · ∨ ln を作る。た
だし、

li ≡

{
Xi v(Xi) =偽 のとき

¬Xi v(Xi) =真 のとき

▶ 作られた基本積すべてを ∧ で結ぶ。
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連言標準形を求めるアルゴリズム 2

例
(X ∧ Y ) ∧ (¬X ⇒ Z)

X Y Z (X ∧ Y ) ∧ (¬X ⇒ Z) 基本和
真 真 真 真
真 真 偽 真
真 偽 真 偽 ¬X ∨ Y ∨ ¬Z
真 偽 偽 偽 ¬X ∨ Y ∨ Z
偽 真 真 偽 X ∨ ¬Y ∨ ¬Z
偽 真 偽 偽 X ∨ ¬Y ∨ Z
偽 偽 真 偽 X ∨ Y ∨ ¬Z
偽 偽 偽 偽 X ∨ Y ∨ Z

⇝ (¬X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧ (¬X ∨ Y ∨ Z) ∧ (X ∨ ¬Y ∨ ¬Z)
∧ (X ∨ ¬Y ∨ Z) ∧ (X ∨ Y ∨ ¬Z) ∧ (X ∨ Y ∨ Z)
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まとめ

▶ 選言標準形
▶ 連言標準形
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